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  and	
  symmetric}	
  as	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Belkale-­‐Brosnan	
  00)	
  
complicated	
  as	
  coun%ng	
  points	
  over	
  Fq	
  of	
  any	
  variety	
  defined	
  over	
  	
  

• First	
  counterexamples:	
  G	
  with	
  E(G)=14.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Schnetz	
  09)	
  

#{A	
  in	
  Matn(n,SG)	
  and	
  symmetric}	
  	
  three	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  G=	
  
polynomials	
  depending	
  on	
  	
  

Goal:	
  	
  	
  	
  Find	
  #Matr(n,S)	
  
New	
  goal:	
  	
  	
  	
  Find	
  families	
  of	
  sets	
  S	
  

where	
  #Matr(n,S)	
  is	
  nice	
  



Straight	
  shape	
  or	
  Young	
  diagram	
  –	
  	
  number	
  of	
  cells	
  non-­‐increasing,	
  lek-­‐jus%fied	
  
Number	
  of	
  cells	
  per	
  row	
  λ	
  (λ1	
  >	
  λ2,	
  etc.),	
  shape	
  Sλ	
  

Straight	
  and	
  skew	
  shapes	
  

	
  	
  A	
  [4	
  3	
  2	
  1] 	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  B	
  [4	
  4	
  2	
  2]	
  	
  	
  	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  C	
  [3	
  4	
  2	
  3] 	
   	
  	
  	
  	
  D	
  

Skew	
  shape	
  or	
  skew	
  Young	
  diagram	
  
Take	
  one	
  straight	
  shape	
  Sλ,remove	
  another	
  straight	
  shape	
  Sμ	
  from	
  upper	
  lek	
  

	
  A	
  [4	
  3	
  2	
  1]/[2] 	
  	
  	
  	
  	
  B	
  [4	
  4	
  2	
  2]/[31] 	
   	
  C	
  



Rook	
  placements	
  and	
  inversions	
  

NE 	
   	
   	
   	
  NW	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

	
  	
  	
  NE-­‐inv(c)	
  =	
  0	
  	
  	
  	
  	
  NE-­‐inv(c)	
  =	
  4 	
  	
  	
  	
  NW-­‐inv(c)	
  =	
  2	
  	
  	
  NW-­‐inv(c)	
  =	
  2	
  

r-­‐rook	
  placement:	
  r	
  dots,	
  “rooks”	
  
No	
  row	
  or	
  column	
  has	
  more	
  than	
  one	
  rook	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

	
  	
  	
  	
  r	
  =	
  4 	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  r	
  =	
  1 	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  r	
  =	
  0	
  

Inversions	
  of	
  a	
  rook	
  placement	
  c:	
  inv(c)	
  
Number	
  of	
  cells	
  in	
  S	
  that	
  are	
  not	
  in	
  line	
  with	
  any	
  of	
  the	
  rooks	
  in	
  certain	
  direc%ons	
  
Either	
  NE-­‐inversion	
  or	
  NW-­‐inversion	
  



For	
  straight	
  shapes	
  S=Sλ	
  

#Matr(S,q)	
  for	
  straight	
  shapes	
  Sλ	
  

•	
  

•	
  

•	
   0	
   0	
  

•	
   0	
   0	
   0	
  

•	
  

•	
  

•	
   0	
   0	
  

•	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
  

r	
  =	
  4 	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  r	
  =	
  0 	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  r	
  =	
  4	
  

(q-­‐1)4q7(1+1/q) 	
   	
  (q-­‐1)0q11q-­‐11	
  =	
  1 	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (q-­‐1)4q50	
  =	
  0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
  

Example	
  

Note:	
  for	
  straight	
  shapes	
  Sλ	
  the	
  sum	
  of	
  q-­‐NW-­‐inv(C,S)	
  is	
  
the	
  same	
  for	
  NE-­‐inversions	
  and	
  NW-­‐inversions.	
  

Theorem	
  (Haglund	
  98)	
  	
  



For	
  straight	
  shapes	
  S=Sλ	
  

#Matr(S,q)	
  for	
  straight	
  shapes	
  Sλ	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
  

r	
  =	
  4 	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  r	
  =	
  0 	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  r	
  =	
  4	
  

(q-­‐1)4q7(1+1/q) 	
   	
  (q-­‐1)0q11q-­‐11	
  =	
  1 	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (q-­‐1)4q50	
  =	
  0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
  

Example	
  

Note:	
  for	
  straight	
  shapes	
  Sλ	
  the	
  sum	
  of	
  q-­‐NW-­‐inv(C,S)	
  is	
  
the	
  same	
  for	
  NE-­‐inversions	
  and	
  NW-­‐inversions.	
  

Theorem	
  (Haglund	
  98)	
  	
  

•	
  

•	
  

•	
   0	
   0	
  

•	
   0	
   0	
   0	
  

•	
  

•	
  

•	
   0	
   0	
  

•	
   0	
   0	
   0	
  



Main	
  Result:	
  #Matr(S,q)	
  for	
  skew	
  shapes	
  Sλ/μ	
  

0	
   0	
   •	
  

0	
   •	
  

•	
   0	
  

•	
   0	
   0	
  

[4	
  4	
  3	
  2]/[2	
  1]	
  rank	
  4	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

#T	
  =	
  (q-­‐1)4q6(1+3/q+1/q2)	
  =	
  (q-­‐1)4q4(q2+3q+1)	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

•	
  

0	
   •	
  

•	
  

•	
   0	
  

[3	
  3	
  2]/[1]	
  rank	
  3	
  

#T	
  =	
  (q-­‐1)3q4(1+2/q)	
  =	
  (q-­‐1)4q3(q+2)	
  

Haglund’s	
  type	
  formula	
  holds	
  for	
  skew	
  shapes	
  with	
  NE-­‐inv	
  rather	
  than	
  NW-­‐inv	
  

For	
  skew	
  shapes	
  S=Sλ/μ	
  
Theorem	
  

Example	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  1 	
   	
  	
  	
  q-­‐1 	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  q-­‐1 	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  q-­‐1 	
   	
  	
  	
  	
  q-­‐2	
  



Proof	
  

0	
   0	
   1	
   3	
  

0	
   2	
   2	
   1	
  

0	
   1	
   1	
   0	
  

1	
   1	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   1	
   2	
  

0	
   0	
   3	
   1	
  

1	
   2	
   1	
   0	
  

1	
   2	
   0	
   0	
  



Proof	
  

0	
   0	
   1	
   3	
  

0	
   2	
   2	
   1	
  

0	
   1	
   1	
   0	
  

1	
   1	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   1	
   2	
  

0	
   0	
   3	
   1	
  

1	
   2	
   1	
   0	
  

1	
   2	
   0	
   0	
  



Proof	
  

0	
   0	
   1	
   3	
  

0	
   2	
   2	
   1	
  

0	
   1	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   1	
   2	
  

0	
   0	
   3	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



Proof	
  

0	
   0	
   1	
   3	
  

0	
   2	
   2	
   1	
  

0	
   1	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   1	
   2	
  

0	
   0	
   3	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



Proof	
  

0	
   0	
   1	
   3	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   2	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



Proof	
  

0	
   0	
   1	
   3	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   2	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



Proof	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



Proof	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



Proof	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



How	
  many	
  matrices	
  correspond	
  to	
  each	
  rook	
  placement?	
  

Proof	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



(q-­‐1)r	
  

How	
  many	
  matrices	
  correspond	
  to	
  each	
  rook	
  placement?	
  

Proof	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



(q-­‐1)rqboxes	
  eliminated	
  

How	
  many	
  matrices	
  correspond	
  to	
  each	
  rook	
  placement?	
  

Proof	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



(q-­‐1)rq#S-­‐r-­‐inv(c)	
  

How	
  many	
  matrices	
  correspond	
  to	
  each	
  rook	
  placement?	
  

Proof	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   1	
  

0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   0	
   0	
  



Permu%ng	
  rows	
  and	
  columns	
  in	
  S	
  
Recall:	
  	
  #Matr(n,S)	
   	
  is	
  invariant	
  under	
  permu%ng	
  rows	
  and	
  columns.	
  

Example	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
  



Future	
  work	
  
1.  Inverse	
  skew-­‐shapes:	
  Haglund	
  type	
  formulas	
  do	
  not	
  give	
  #Matr(n,S)	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

Example	
  



Future	
  work	
  
1.  Inverse	
  skew-­‐shapes:	
  Haglund	
  type	
  formulas	
  do	
  not	
  give	
  #Matr(n,S)	
  

0	
  

0	
  

0	
  

Example	
  



Future	
  work	
  
1.  Inverse	
  skew-­‐shapes:	
  Haglund	
  type	
  formulas	
  do	
  not	
  give	
  #Matr(n,S)	
  

0	
  

0	
  

0	
  

rank	
  3:	
  (q-­‐1)3(q3+2q2-­‐q)	
  
rank	
  2:	
  (q-­‐1)2(q3+6q2+3q-­‐1)	
  
rank	
  1:	
  (q-­‐1)(6q)	
  
rank	
  0:	
  1	
  

Example	
  



Future	
  work	
  
1.  Inverse	
  skew-­‐shapes:	
  Haglund	
  type	
  formulas	
  do	
  not	
  give	
  #Matr(n,S)	
  

0	
  

0	
  

0	
  

rank	
  3:	
  (q-­‐1)3(q3+2q2-­‐q)	
  
rank	
  2:	
  (q-­‐1)2(q3+6q2+3q-­‐1)	
  
rank	
  1:	
  (q-­‐1)(6q)	
  
rank	
  0:	
  1	
  

Conjecture	
  (LLMPSZ	
  10)	
  	
  	
  	
  	
  #Matr(n,	
  Sλ/μ)	
  is	
  a	
  polynomial	
  in	
  q.	
  

Example	
  



0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
  

Future	
  work	
  
1.  Inverse	
  skew-­‐shapes:	
  Haglund	
  type	
  formulas	
  do	
  not	
  give	
  #Matr(n,S)	
  

2.  Rothe	
  diagrams	
  of	
  permuta%ons:	
  Sw	
  	
  for	
  permuta%on	
  w	
  

0	
  

0	
  

0	
  

rank	
  3:	
  (q-­‐1)3(q3+2q2-­‐q)	
  
rank	
  2:	
  (q-­‐1)2(q3+6q2+3q-­‐1)	
  
rank	
  1:	
  (q-­‐1)(6q)	
  
rank	
  0:	
  1	
  

Conjecture	
  (LLMPSZ	
  10)	
  	
  	
  	
  	
  #Matr(n,	
  Sλ/μ)	
  is	
  a	
  polynomial	
  in	
  q.	
  

Example	
  

Conjecture	
  	
  #Matr(n,	
  Sw)	
  x	
  (q-­‐1)-­‐r	
  is	
  polynomial	
  with	
  non-­‐negaQve	
  coefficients.	
  

Example	
  	
  w=31542	
  

rank	
  5:	
  (q-­‐1)5	
  (q+1)(q2+2q2+3q+1)	
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